CHAPITRE EM3
Equations de Maxwell

Jusqu’a présent, nous avons surtout eu une approche globale des phénomenes. Dans ce chapitre,
nous introduisons dans un premier temps de nouveaux outils mathématiques qui permettent
d’avoir une approche locale, ce qui nous permettra d’exploiter les équations de Maxwell qui
contiennent a elles quatre toute I’électromagnétisme !

Enfin, I'approche locale nous permettra de faire un lien entre les distributions de charge et de
courant étudiées dans les chapitres précédents.

Contrairement aux deux chapitres précédents, les champs peuvent dépendre du temps.

| - Analyse vectorielle - quelques bases

Soit Z un champ vectoriel.

Les expressions des opérateurs différentiels présentés sont a connaitre en coordonnées carté-
siennes, mais seront toujours redonnées en coordonnées cylindriques ou sphériques.

I.A - Rotationnel

Définition (Rotationnel)

L’opérateur rotationnel est un opérat(g différentiel, qui a un champ vectoriel X fait
correspondre un champ vectoriel noté rot(A) ou VA A.

Expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes |

J

Remarque - Retrouver I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes
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Comment peut-on interpréter le rotationnel 7

Propriété du rotationnel

Démonstration

,_[ Théoreme de Stokes x* ]

Soit T' un contour FERME orienté et S une surface qui s’appuie sur le contour I' et
orienté avec le sens de I' et la regle de la main droite.
Soit Z un champ vectoriel. On a :
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.B - Divergence

| Définition (Divergence) |

L’opérateur divergence est un opérateur différentiel, qui a un champ vectoriel Z fait
correspondre un champ scalaire noté div(A) ou ?j

Expression de la divergence en coordonnées cartésiennes

Remarque - Retrouver I'expression de la divergence en coordonnées cartésiennes

Comment peut-on interpréter la divergence ?

Propriété de la divergence |

Démonstration
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,_[ Corollaire ]

Théoreme de Green-Ostrogradski *x

Soit ¥ une surface FERMEE délimitant le volume V orientée vers lextérieur.
Soit Z un champ vectoriel. On a :

Application
Calculer la divergence et le rotationnel du champ X = (2zy + 23)175 + mzzT; + 322°u)

Il - Equations de Maxwell

I1.A - Enoncé sous forme locale

Equations de Maxwell x x x
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11.B - Enoncés sous forme intégrale

Maxwell-Gauss global = théoréme de Gauss

D ——

Soit ¥ une surface fermée et orientée vers I'extérieur. Le flux de ﬁ est lié a la charge Qs
incluse dans le volume défini par X :

%[éﬁ.ﬁ:ff

Démonstration

Remarque
On remarque que le théoreme de Gauss reste vrai dans des situations dépendant du
temps.

Maxwell-Faraday global = loi de Faraday ]

Soit un circuit orienté. Le circuit est le siege d’une fém induite e;,q ORIENTEE dans le
méme sens que ¢ et liée au flux magnétique a travers la surface définie par le circuit :

Démonstration

Remarque

On retrouve qu’en régime stationnaire, ﬁ est a circulation conservative.

b}
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Maxwell-Flux global = conservation du flux de §

? est a flux conservatif :

vy, #E?cﬁ:o

Démonstration

Remarque

On remarque que le champ § reste & flux conservatif dans des situations dépendant du
temps.

Maxwell-Ampere = théoreme d’Ampere généralisé

D ——

Soit un contour I' FERME orienté et S une surface reposant sur I et orienté avec le sens

de I' et la regle de la main droite.
Alors,

% § —Z ,UOIenlace + ,U/OIdeplacement enlacé

% E 23
avec I, déplacement enlacé — 5 0 o, d

Démonstration

Remarque
On retrouve le théoréeme d’Ampeére en régime stationnaire, et on constate qu’il faut a
priori utiliser sa forme généralisée dans les situations qui dépendent du temps.
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;@_ _[ ARQS magnétique |

Il - Conservation de la charge

Postulat de base (rappel) |

| La charge électrique ne peut étre ni créée ni détruite, seulement déplacée.

I1I.A - Equation locale de conservation de la charge

Equation locale de conservation de la charge

Démonstration 1D
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Démonstration 3D (hors programme)




CHAPITRE EM3 - Equations de Maxwell

111.B - Démonstration via les équations de Maxwell

Démonstration

I11.C - Conséquence dans I’'ARQS magnétique
,_[ Loi des nceuds ]

, . . . — N . N
En régime stationnaire, j est a flux conservatif. On a donc pour tout systeme :

D=1

Démonstration

IV - Retour sur le régime stationnaire

IV.A - Equations de Maxwell en régime stationnaire

Equations de Maxwell en régime stationnaire
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Remarque
> On voit qu’en régime stationnaire, B et § sont découplés.

— — . ;- . . . .
> On a rotﬁ = 0, on a donc bien qu’en régime stationnaire, il existe un champ
scalaire V' tel que ﬁ = —gradV

IV.B - Equations de Poisson et de Laplace

Définition (Laplacien scalaire)

Expression du laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes

Equations de Poisson et Laplace

Démonstration

10
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